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RESUM

Un dels problemes frequents en la utilitzaci6 de la imatge

com a suport d'informacio es la presencia de soroll que la degra-

da. Si el soroll es aleatori , una soluci6 es fer la mitjana de

diferents imatges, i aixi la relaci6 senyal/ soroll augmenta en

funci6 del nombre d' imatges que hi intervenen.

En aquest treball es presenten dos metodes per a efectuar la

mitjana. Un d'ells estA basat en el filtrat en 1'espai reciproc

utilitzant un filtee periodic. L'altre, utilitza la funcio de

correlaci6 per a determinar el desplaGament relatiu entre dues

imatges i , conegut aquest , la mitjana es realitza per superposi-

cio directa . S'estudien els nivells de soroll per als quals

l'alineacio es fiable i es fa una realitzacio prActica sobre

imatges sintetiques.

ABSTRACT

A frequent problem in the use of the image as a support of

information is the presence of noise wich degradates the images.

In the case of random noise one possible solution is to average

several images and so the signal / noise ratio increases in accor-

dance with the number of available images.

This paper considers two methods of averaging the image.

One is based on filtering in the reciprocal space by using a

periodical filter. The other uses the cross-correlation function

in order to determine the relative translation between two images

and the average is then computed by direct superposition. Noise

levels are studied where the alignement is reliable and the pro-

cess is then applied to syntetic images.
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1.- INTRODUCCIO

En l'obtencio de la imatge optica intervenen diferents fac-

tors: un dels mes importants, logicament, 6s el sistema que la

forma. Per tant, l'obtencio d'imatges d'alta qualitat passa per

utilitzar sistemes d'alta qualitat. De tota manera, hi ha situa-

tions en que, encara que el sistema sigui perfecte, la imatge is

de poca qualitat, a causa del soroll de diferents tipus que la

degrada, i en molts casos el proces d'obtencio 6s irrepetible. En

aquesta situacio, un tractament de la imatge pot permetre de

veure caracteristiques no observades en la imatge original.

Una primera possibilitat de tractament, prActicament 1'6nic

fins fa pocs anys, 6s per metodes optics i ha estat utilitzat en

camps diversos. Un dels aspectes mes importants d'aquest tracta-

ment is que, en realitzar una lent la transformada de Fourier de

la imatge , permet una descomposicio en frequencies amb totes les

possibilitats que aixo suposa: augment del contrast per atenuaci6

de la llum no difractada, atenuaci6 de determinades frequencies,

etc...

La utilitzacio d'ordinadors representa un canvi qualitatiu i

quantitatiu fonamental en el tractament d'imatges. 96 que la uti-

litzacio d'imatges digitals comenga el 1921 amb la introduccio

del primer cable submari entre Londres i Nova York, no es pot

parlar exactament de tractament d'imatges fins al comensament

dels anys 60, quan comencen a processar-se imatges del satel.lit

Tiros, i se'n troba la confirmaci6 al comensament dels anys 70

amb la serie de satel.lits Landsat que subministren imatges mul-

tiespectrals. Des de llavors el tractament digital d'imatges ha

trobat una extraordinAria difusi6 en els camps mes diversos de la

ciencia i la tecnica. Fisica, geologia , biologia , medicina, en-

ginyeria ..., son camps en que el tractament digital d' imatges

troba aplicacions de gran interes.
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El desenvolupament d'algorismes de senyals bidimensionals

per al tractament d'imatges adquireix en pocs anys una gran im-

portAncia, reflex de l'interes que suscita el tema, al qual-

s'aporten gran quantitat de recursos, tant economics com humans.

Es pot trobar bibliografia sobre el tema a Pratt (1978) i Huang

(1979, 1981a, 1981b ). En molts casos son una extensio a senyals

bidimensionals d'algorismes i filtres realitzats per a senyals

digitals unidimensionals . L'estudi d'aquests ultims havia estat

tamb6 molt desenvolupat at voltant del 1940 per la necessitat

de tractar els senyals temporals que s ' obtenien mitjangant el

radar i el sonar recentment introduits.

B6 que el tractament de la informacio es pot realitzar a

1'espai directe , 1'anAlisi de Fourier , que permet la descomposi-

ci6 d ' un senyal en funcions elementals , proporciona un llenguatge

extraordinAriament util tant per a 1 ' anAlisi te6rica com per a la

realitzacio prActica del tractament . La introduccio de la Trans-

formada RApida de Fourier (FFT) per Cooley i Tukey (1965) suposa

un pas important que ha generalitzat at nivell prActic 1'6s de

1'anAlisi de Fourier i 1'ha convertida en un punt fonamental en

el tractament d'imatges.

Amb l ' aparicio continua de nous algorismes per at tractament

de la informaci6 , els objectius cada cop son mes ambiciosos. En

molts casos ja no interessa la imatge primAria obtinguda pel

sistema que la forma, sing la imatge final elaborada despres del

tractament . Aixi, les imatges mediques obtingudes per tomografia

axial computeritzada ( TAC) representen un exemple clar de la nova

aplicaci6 del tractament digital d ' imatges. A partir d'una serie

d'imatges primaries obtingudes des de diferents angles es poden

obtenir imatges finals corresponents a seccions transversals del

cos que fins aquest moment no havien pogut Esser observades.

Les modernes tecniques de formaci6 d'imatges per RessonAncia

Nuclear Magnbtica ( RNM) suposen un altre exemple de la manipula-
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ci6 de la imatge, que pot presentar avantatges en 1'aplicaci6

medica.

En Microsc6pia Electronica tambe es veu la utilitat de les

noves tecniques . Cal destacar en aquest camp 1'important treball

d'Unwin i Henderson (Unwin i Henderson, 1975; Henderson i Unwin,

1975) que realitzen la reconstrucci6 tridimensional de les pro-

teines estructurals que componen la membrana porpra d'Halobac-

terium halobium , les quals formen una estructura periodica molt

indicada per al tractament . Aquest es un exemple il.lustratiu del

tractament de la imatge . La reconstruccio tridimensional s'efec-

tua a partir de la informacio present en diferents projeccions

obtingudes girant la mostra en el microscopi . Les imatges de les

diferents projeccions son millorades mitjangant tecniques de

Fourier. L' espectre de fases s ' obte directament per transformada

de Fourier de la micrografia , mentre que 1'espectre d'amplitud

s'obte a partir de les dades de la difraccio d'electrons en el

mateix microscopi . L'avantatge que representa aixo tss que llavors

1'amplitud no estA modulada per la funci6 de transmissio del mi-

croscope . La combinacio en 1'ordinador de fase i amplitud propor-

ciona una tranformada bidimensional de cada una de les projec-

cions amb una relacio senyal / soroll elevada . Finalment la recons-

truccio es realitza utilitzant el fet que les transformades bidi-

mensionals de les projeccions son seccions centrals de la trans-

formada tridimensional . Aixi, una transformada inversa de Fou-

rier permet , definitivament, de trobar la imatge tridimensional.

Veiem, doncs , 1'elaborat proces implicat en la reconstruccio, en

que s' uneixen la necessitat d'algorismes de cAlcul potents i

rapids amb una tecnica experimental molt acurada.

Aquests exemples indiquen que la utilitzaci6 de tecniques

d'anAlisi d'imatges permet d ' extreure informacio estructural pre-

sent a la imatge i quantificar-la.
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2.- PLANTEJAMENT DEL PROBLEMA

La qualitat de la imatge dep&n de diferents factors, que

podem agrupar bAsicament en dos: font degradant i soroll. La font

degradant es pot assimilar a un sistema amb una entrada, que es

la imatge ideal, i una sortida que correspon a la imatge obtingu-

da.

f(x ),y 9 ,yF_FFx_,_YT_1

Si el sistema es lineal i isoplanAtic, podem expressar la

sortida ( Goodman, 1972):

g(x,y) = f(x,y) a h(x,y)

o la seva homologa a 1'espai frequencial:

G(u,v) = F(u,v) - H(u,v)

(2.1)

(2.2)

on h(x,y) representa la funci6 d'extensio del punt i H(u,v)

la funcio de transmissio del sistema . Coneguda H(u,v), queda de-

terminada F(u,v):

G(u,v)

F(u,v) = (2.3)

H(u,v)

i, mitjangant la transformacio inversa de Fourier, es determina

la imatge ideal f(x,y). Com que el coneixement de H(u,v) Os equi-

valent al de h (x,y), la determinaci6 de f(x,y) es pot efectuar

tamb6 a 1'espai directe , efectuant la deconvoluci6 de 1'expres-

sio (2.1). L'eleccio dun metode o 1'altre dependrA de la facili-

tat de resoluci6 del problema en els dos espais.

(x )
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L'efecte del soroll additiu, n(x,y), es pot modelar comple-

tant l' esquema anterior.

f(x,y)
h(x,y)

g(x,y) g.,(x,y)

n(x,y)

Llavors

g_(x,y ) = g(x,y) + n(x,y)

es a dir

gn(x,y ) = f(x,y) a h(x,y) + n(x,y) (2.4)

o, en forma integral:

m m
g^(x,y) = f

J
f(a,b) h(x-a,y-b) da db + n(x,y) (2.5)

En aquest cas, per a fer la deconvolucio, a mes de la funcio

d'extensio del punt, cal conbixer el soroll superposat, sobre el

qual la majoria de vegades es to poca informaci6. Aixi, encara

que h(x,y) sigui coneguda, la inversi6 de (2.5) permetrA tan sols

una estimacio , f(x,y), de la imatge ideal f(x,y), molt mes bona

com mes petit sigui el nivell de soroll.

En general els algorismes de deconvoluci6 son sensibles al

soroll en mes o menys grau (Frieden, 1974). Si el nivell de so-

roll es alt, 1'estima serA , en general , defectuosa. Hi ha si-

tuacions en que la relaci6 senyal/soroll 2s tan petita que qual-

sevol estimacio que es realitzi sobre les dades aportarA resul-

tats inacceptables.
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Un dels camps en que es presenta aquest problema es en Mi-

croscopia Electr6nica d'alta resoluci6 , on els nivells de soroll

son normalment molt miss alts que en 6ptica fot6nica . En condi-

cions d ' alta resolucio , la font m6s important de soroll es el

soroll quAntic degut al fet que nomes un nombre finit d'elec-

trons contribueix a la imatge ( Misell, 1978 ). Per un temps d'ex-

posicio donat , el nombre d'electrons incidents en un element de

la imatge es una variable aleatoria que segueix una distribuci6

de Poisson de valor mitjA p i variAncia p predits per les teories

de formacio de la imatge . Si el contrast de la imatge 6s baix,

com en les imatges en camp clar d'objectes prims, el nivell de

soroll es prActicament constant per a tots els elements i pot

esser considerat additiu i independent del senyal (Saxton, 1978).

Per a millorar la relaci6 senyal/soroll es podrien emprar

dosis altes d'electrons . El problema is que si el material d'es-

tudi son molecules biologiques , dosis altes en poden afectar

1'estructura . L'alta sensibilitat a la radiaci6 significa que la

resoluci6 en una imatge no destructiva d'una molecula aillada

estA molt limitada pet soroll electronic.

El problema que pretenem estudiar es el millorament de la

resolucio en imatges molt contaminades amb soroll. Aixi, per tal

de simplificar el plantejament teoric original , considerem a

partir d ' ara que el sistema es ideal, amb una funcio de transmis-

sio H ( u,v) = 1.

La idea que ha estat desenvolupada per diferents autors

(Unwin i Henderson , 1975; De Rosier i Klug, 1972 ) es utilitzar

la redundAncia de la informaci6 present en diverses unitats de

1'estructura que es vol estudiar . Donada la natura aleat6ria del

soroll, si es realitza una mitjana el soroll disminuirA en valor

mitjA i en variAncia , mentre que el senyal , determinista, queda

invariant.
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Si hom vol analitzar molecules que formen agregats cris-

tal.lins, ja sigui de forma espontAnia o induida, la mitjana es

pot realitzar mitjangant un filtrat en el pla de Fourier, car els

dos espectres estan clarament diferenciats: el del senyal, essent

periodic, solament to un nombre discret de frequencies espacials,

multiples d'una de fonamental, mentre que el del soroll, suposat

blanc, Es continu i constant en amplitud en tot el pla. La rea-

litzacio d'un filtre que, despres d'un proces previ d'indexacio,

deixi passar nomes els mAxims discrets, permetrA d'eliminar com-

ponents frequencials del soroll i, per tant, en un pas posterior,

de reconstruir una imatge amb una relaci6 senyal/soroll mes alta

com miss unitats hagin intervingut en el proces.

Un problema m2s dificil es planteja si nomes disposem

d'imatges individuals aillades . En aquest treball estudiem dues

alternatives per a realitzar la mitiana en aquestes condicions.

L'estudi es farA amb imatges sintetiques que ens permetran de

controlar els diferents parAmetres que intervener en el proces.

3.- FILTRAT PER A IMATGES MULTIPLES

3.1. DESCRIPCIO DEL DIFRACTOMETRE EMPRAT

El muntatge utilitzat per a un filtrat de frequencies As el

que es presenta a la figura 1 (Moneo et al., 1981 ). Es pot de-

mostrar (Goodman, 1972) que si sobre l'objecte, situat en el

pla 0, hi incideix una ona esferica convergent cap al pla F, en

F, excepte factors de fase, tenim la Transformada de Fourier de

I'objecte. La lent Le torna a realitzar la TF i, finalment, en el

pla de reconstrucci6 R tenim la imatge que d6na Le de 1'objecte

R. Aixi, el proces de formaci6 de la imatge es pot presentar com

.dues transformacions de Fourier consecutives. La primera, que

correspon a la figura de difracci6 de l'objecte, ens d6na la

descomposici6 espectral i la segona , la imatge final.
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L

d d'

Fig. 1. Esquema del difractometre emprat.

0 Pla objecte . F Pla de difracci6 o de Fourier.
R Pla de reconstrucci6. L Laser.
M Lent expansora . P Filtre espacial.
Ll Lent difractora. L2 Lent de reconstruccio.

* Potencia de la font laser

La bibliografia ( De Rosier i Klug, 1972; Beeston et al.,

1972) presenta difract6metres amb pot6ncies compreses entre 1 i

10 mW . L'experiencia ens ha demostrat que en el proces de filtrat

i reconstrucci6 es convenient disposar de prou potOncia, i son

recomanables valors superiors a 5 mW . En el nostre cas emprem

un laser d ' He-Ne de 7.2 mW.

* Lent expansora

La seva focal va iligada a la de la lent de Fourier i

1'area util del pla objecte . Sovint s'utilitzen objectius de

microscopi , per rao de llur focal curta. Nosaltres emprem un

objectiu Meopta de 24x.

* Filtre espacial (" pin-hole")

Serveix per a uniformitzar la il.luminaci6 . La distribucio

d'intensitat del feix de laser tc estructura gaussiana amb un

ondulat superposat . El "pin-hole " realitza un filtrat de frequen-

cies altes no desitjables . La mida d'aquest petit forat circular
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depLhn de les caracterist.iques de la lent, expansnr-a i ha d'agaray

el mAxim central de la figura de difracci6 produida per l'obertu-

ra d'aquesta lent . Utilitzem un "pin -hole " de 10 p m de diAmetre.

* Lent difractora o de Fourier

Produeix la figura de difraccio en un pla corresponent al

de la imatge del "pin-hole ". No As necessari que sigui de focal

gaire llarga : son usuals valors compresos entre 50 i 300 mm. Ha

d'estar ben corregida d'esferica , coma i astigmatisme , i treba-

llar amb augments entre - 5 i -20 . En el nostre difract6metre,

f'=85 mm, N=2.8.

* Lent de reconstruccio

Interessa que sigui de gran diAmetre perque pugui recollir

el major nombre de frequencies altes . La focal 6s relativament

gran per tal que la imatge tingui una mida adient . Es normal una

focal d'l m. Ha d ' estar ben corregida d'aberracions d'eix i camp.

S'utilitza un objectiu Polarex, f '= 1200 mm, N=16.

* Constant del difractometre

Es defineix com a xu = k = Ad, i relaciona les mesures x a

1'espai real i les de 1'espai de Fourier, u.

Ateses les dimensions normals dels objectes , es interes-

sant una constant de l'ordre d' l.0 a 1.5 mm2, que representa una

distAncia d del pla objecte al de difraccio d'l.5 a 2.2 m.

Es evident l'avantatge d'aquest tipus de difract6metre,

car modificant la distAncia d es controla la constant k.
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* Constant de reconstrucci6 i augment

AnAlogament es defineix la constant de reconstrucci6 k'

com la relacio entre el pla de Fourier i el de reconstrucci6:

k' = ux' = d'.

Com que la constant de difracci6 es k = xu = k d i la de

reconstruccio k' = ux' = Ad', 1'augment 2s (3' = d '/ d = x'/x =

k'/k.

3.2. ESTUDI TEORIC I FILTRAT OPTIC

A la figura 2 hom representa esquemAticament el difract6me-

tre descrit . Un feix de hum coherent U = U. exp ( ikz) il.lumina

1'estructura objecte que estA caracteritzada per una transmissio

en amplitud t„ (x„y.).

L1 LZ

(xo,Y0 ) ( x,y) (x',y')

Fig. 2. Difractometre.

El filtre es col.loca al pla de Fourier . En tots els casos

utilitzarem el mateix filtre, format per una xarxa peri6dica de

forats circulars distribuits en un pla. La seva transmissi6 2s

M N

t,(x,y) = t.(x,y) • E d(x-md.) . E S(y-nd,) (3.1)

-M -N
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on d. y d, son els intervals en cada direccio , 2M+1 i 2N+l el

nombre de forats en cada una d'elles i t, ( x,y) la transmissi6

d'un cercle , 2s a dir:

t.(x,y) : cerc

= 1 si r = (x2+y2)4 < ro

= 0 si r > r.

L'expressio ( 3.1) es pot escriure de la forma

m m x y
t = t. a E E 6 (x,y) rect (- , -) (3.2)

-m -m A B

on A=(2M+1).d. i B=(2N+1).d,, son les dimensions del filtre,

E E d(x,y) es una xarxa infinita de deltes de Dirac en dues di-

mensions, i

x 1 y 1

x 1 si

IAI

2 BI _< 2

Y
rect (- , ->

A B
= 0

es el rectangle que limita el filtre.

La idea bAsica d'aquest estudi es que la transformada de

Fourier d ' un senyal discret es periodica . Llavors, en col.locar

el filtre anterior en el pla de Fourier, la imatge obtinguda

en la reconstrucci6 serA una reproduccio peri6dica de 1'objecte

original.
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* Filtrat d'un objecte unic

L'amplitud transmesa per 1 ' objecte sera U. t.. (x.,y.). La

seva transformada de Fourier , U.F(t..).

DesprAs de filtrar, 1' amplitud que travessa el pla de Fou-

rier sera

m m x y l
(3.3)U. F(t..)

L
t. • I E E d (x,y) rect ( - , - )]

IL -m -m A B J

La reconstruccio suposa una nova transformada de Fourier i,

per tant, 1'amplitud en el pla imatge sera proporcional a

U. t.. •
L
F(t^)CE E 6(x',y') • sinc(Ax',Bx')1 (3.4)

L -m 1J-40

on

- F(t.), As el disc d'Airy, representat per la funcio de Bessel

r. J, (2r' r.)/r', essent r'2 = x'2 +y'2

+0 +4D

- E E S(x',y') As la xarxa reciproca de la del filtre
-m -m

- Sinc (Ax',By') 2s la figura de difracci6 del rectangle que

limita el filtre.

El claudAtor representa , per tant, una xarxa de punts (del-

tes de Dirac ), distribults en el pla imatge amb una creu de di-

fraccio a cada punt i modulat tot pel disc d'Airy. La convoluci6

amb t. b indica que en el pla imatge tindrem imatges multiples de
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filtre. Hom pot observar que a cada punt de la xarxa tenim la

convoluci6 de t,s amb la funcio sinc. Aixi, la limitacio del fil-

tre es tradueix en una perdua de nitidesa, mes acusada com mes

petites siguin les seves dimensions ; si el filtre fos infinit,

les imatges serien nitides.

Les imatges multiples apareixen a la zona limitada pel disc

d'Airy, imatge de difracci6 dels forats del filtre . Per tant, com

mes petits son els forats , mes gran es la zona en qu& tindrem

imatges multiples.

A la figura 3 es veuen les imatges multiples obtingudes a

partir d'una iletra G.

G G :s

G G G

G G C.

Fig. 3. Imatges multiples obtingudes

a partir d' una sola G.

Aixi, doncs, amb aquest tipus de filtrat obtenim imatges

multiples d'un objecte donat, distribuides segons una xarxa pe-

riodica, reciproca de la del filtre. Aixo suggereix una aplicacio

immediata. Suposem que, pel metode que sigui, podem obtenir dife-

rents imatges d'un objecte (o objectes analegs), cada un d'ells

amb informacio incompleta, i a mes afectades totes d'un soroll

aleatori (aquestes imatges son corrents en microsc6pia electr6ni-

ca d'alta resolucio). Si distribuim les diferents imatges segons
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una xarxa periodica bidimensional d' intervals d.. i d,.., podem

escriure 1'estructura objecte de la forma:

M N
) + n(xo,y0 (3.5)tob (xo,yo)

r1 NE tobmn
(xo mdx ° , yo nd yo

on tob es cada una de les imatges incompletes , 2M+1 i 2N+l el
mn

nombre d'imatges en cada direccio i n(x.,y.) el soroll aleatori.

Si ara fem la TF i la filtrem amb un filtre tal que la seva xarxa

coincideixi amb la xarxa reciproca de la de 1'objecte , tindrem:

M N
U CE E t ( x'-mdx ,y '- nd ) + n(x ',y')] a
° -M -N °bmn 0 yo

a r F(t.) C E E d (x',y') • sinc (Ax',By') ] 1 (3.6)
LL -m -m J

6s a dir t la convolucio de 1'objecte amb la transformada del

filtre. Podem separar 1 ' expressi6 ( 3.6) en dues parts: la segona

6s la convolucio del soroll aleatori n(x',y') amb el segon par6n-

tesi , que donarA una uniformitzacid del soroll en tota la imatge.

El primer donarA imatges multiples de la xarxa objecte. Aixi, a

la zona central se superposen els diferents trossos de 1'objecte

it si entre tots contenen la informaci6 completa , aquest apa-

reixerA sencer, amb diferents intensitats a cada tros, segons el

nombre de vegades que aparegui repetit aquest tros en 1'estructu-

ra original . Aixi, el terme de senyal , determinista , quedarA

reforcat en relaci6 al terme de soroll, aleatori.
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A la figura 4 hom represents 1'estructura objecte i la re-

construccio.

Fig. 4a. Estructura initial Fig. 4b. Reconstruccio

.^

( i V V ^

Fig.Sa.Estructura initial Fig. 5b. Reconstruccio

Per veure que, efectivament, a cads G de la imatge final hi

ha informacio de totes les de 1'objecte , a la figura 5 es veuen

les imatges multiples obtingudes a partir de 6 trossos que com-

pleten justament una Bola lletra G.

E1 m^tode de filtrat que hom ha presentat es pot realitzar

f^cilment amb ordinador. La imatge es considers llavors descom-

posta en NxN elements discrets de dimensio pxp distribuits segons

una matriu que constitueix la replica digital de la imatge.
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L'aplicacio del filtre es en aquest cas immediata , car nom6s cal

multiplicar els diferents punts de la TF per 0 o per 1 segons si

es vol filtrar o no.

L'estructura objecte original estava constituida per 16 G

m!s un soroll blanc de mitjana nul.la i amplitud 3. Per a generar

el soroll hem utilitzat el m6tode descrit per Salvat i Parellada

(1982 ) per a generar nombres pseudoaleatoris . Hem quantificat la

relaci6 senyal / soroll cam a arrel quadrada del quocient d'ener-

gia mitjana del senyal (considerat de valor mitjA zero; si no,

cal restar el valor mitjA a l'amplitud en cada punt), i la va-

riAncia del soroll , seguint la definicio utilitzada per dife-

rents autors (Saxton i Frank, 1977). Amb aquesta definici6 1'ob-

jecte to una relacio senyal / soroll de 0.337. A la figura 6 es veu

l'objecte original i la imatge desprAs de filtrar. La relaci6

senyal / soroll en aquesta u ltima es de 1'ordre de essent N el

nombre d'imatges que intervenen en el proces de mitjana, tal

cam calia esperar teoricament (Richards, 1967).

Fig. 6a. Estructura inicial.

(a=0.337)

Fig. 6b. Reconstrucci6.

(a=1.266)
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4. ALINEACIO I MITJANA D'IMATGES AMB ORDINADOR.

4.1. ALINEACIO BIDIMENSIONAL.

Be que el mttode presentat dona resultats satisfactoris,

l'alineacio segons una xarxa pot resultar dificil en imatges amb

nivells de soroll importants. Per tal de fer una bona alineacio,

caldria trobar un m6tode automatic i precis per a buscar el des-

plagament que hi ha entre dues imatges. Un cop conegut aquest

desplagament es pot realitzar el procts anterior o bA, si es

realitza amb ordinador, fer la mitjana per superposicio directa.

El problema ha estat tractat per Saxton i Frank (1977), que

proposen la utilitzaci6 de la correlaci6 bidimensional com a

metode d'alineacio.

L'exit dels metodes de correlacio per a senyals contaminats

amb soroll es degut a la mitjana que es realitza i al fet que en

el cas de soroll no correlacionat amb el senyal , la funcio de

correlacio de les funcions f(x,y) i g(x,y) amb soroll coincideixi

amb la funcio de correlaci6 de f(x,y) i g(x,y). En efecte, siguin

f'(x,y) = f(x,y) + n,(x,y)

g'(x,y) = g (x,y) +

on f(x,y) i g(x,y) son els senyals sense soroll i n,(x,y) i

n.(x,y) dues realitzacions del soroll . La funcio de correlacio

serA:

f'(x,y) * g'(x,y) = f(x,y) * g(x,y) + f(x,y) * ng(x,y) +

+ n1(x,y) * g(x,y) + n,(x,y) * ne(x,y)

En cas de soroll no correlacionat amb el senyal, els tres

ultims termes son nuls, i les dues funcions de correlaci6 coinci-

deixen. Aixi , el desplacament calculat a partir del maxim de la
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funci6 de correlacio as podra determinar amb precisio. En les

situacions reals 6s dificil pensar que no existeixi correlaci6

entre senyal i soroll , pero an molts casos la contribuci6 dels

tres termes no serA significativa.

El problema important As que la realitzacio de la correlacio

bidimensional representa un temps de cAlcul elevat en petits

ordinadors, encara que as realitzi mitiangant la transformada de

Fourier.

f(x,y) g(x,y) f(x,y) * g(x,y)

1 TF 1 IF, conjugacio TF-'

F(u,v) G •( u,v) F(u,v ) . G•(u,v)

A causa de 1'extrapolaci6 peri6dica implicita an 1'algorisme

de Cooley i Turkey ( 1965), si volem que la correlacio sigui cor-

recta , sense que apareguin falsos encavalcaments , cal orlar la

matriu amb zeros fins a una dimensio doble de 1'original ( Hawkes,

1980 ), i cal restar a les dades el valor mitjA per tat que no

apareguin efectes de canto associats a la discontinuitat, que

podrien tenir conseg66ncies importants si el valor mitiA de les

dades fos gran.

El fet que les matrius hagin d ' esser de doble dimensi6 que

les inicials contribueix a augmentar el temps de cAlcul en un

factor important . Aixo imposa limitacions quant a 1'aplicabilitat

del metode de correlacio bidimensional per a l ' alineacio d'imat-

ges an petits ordinadors . Aquesta segona part del treball pre-

senta una alternativa senzilla a la questio planteiada.
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4.2. REDUCCIO DEL PROHLEMA BIDIMENSIONAL A DOS D ' UNIDIMENSIONALS

4.2.1. Projections

E1 problema bidimensional plantejat ^s trobar el vector de

desplagament r(a,b) entre dues imatges caracteritzades per les

funcions f(x,y) i q(x,y). En el cas ideal d'imatges sense soroll

es compleix g(x,y) = f(x+a,y+b).

Com que el vector r(a,b) queda determinat coneixent-ne els

components a i b, pensem que una solucio senzilla i rApida pot

Esser determinar separadament a i b. L' alternativa que propo-

sem Es projectar les dues funcions f(x,y) i g( x,y) sobre dos

eixos i buscar 1'alineacio de les funcions unidimensionals re-

sultants (figura 7).

^̂

f(x,y)

9(x^Y)

a

i^T
!vz (y^

i^
r-+

g^(x)

Fig. 7. Projections unidimensionals.

f2(y) "---------^
b

Prevent els eixos perpendiculars, el problema d'alineacio es
converteix en dos problemes unidimensionals molt senzills, ja
que per trobar les projections nom2s cal sumar files i columnes.
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L'alineacio unidimensional s'aconsegueix mitjangant corre-

lacio. El desplagament a s'obtA a partir de fl(x) *g,( x) i el b a

partir de f.(y)* ge(y), tal com 2s indicat esquemAticament a la

figura 8.

f) (x)*g) (x)

w

f2 (y) *g2 (y)

a b

Fig. B. Funcions de correlacid de les projeccions

horitzontals i verticals.

Segons que el mAxim de la funcio de correlacio estigui a la

dreta o 1'esquerra de 1'origen de coordenades , el desplagament

serA positiu o negatiu, i s'han d ' agafar els desplagaments a i b

per a superposar la imatge g(x,y) amb f(x,y).

Aixi , independentment de la dimensio de la matriu, nom6s

calen tree transformades de Fourier per a trobar el desplagament

horitzontal i tres per al vertical . En total , per a matrius de

NxN elements , per a aconseguir 1'alineaci6 s'han d ' efectuar sic
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transformades de Fourier de 2N punts i 2N multiplicacions comple-

xes. L'avantatge en temps de cAlcul i en capacitat de memoria

central es important i mes com mAs gran sigui N.

4.2.2. Coeficient de correlacio

Per a calcular la funci6 de correlaci6 entre dues funcions

reals f(x) i g( x), cal avaluar la integral

m
f(x) * g(x) = f_QD f(Nr) g(-r + x) dTr (4.1)

que numericament es tradueix en una suma , generalment anomenada

matriu de covariAncia i que en el cas unidimensional es redueix a

un vector . Be que en la integral ( 4.1) o be en la seva aproxima-

ci6 per una suma ja tenim tota la informacio necessAria per a

determinar el desplagament, es convenient normalitzar la funci6

de correlaci6 per a poder comparar els resultats corresponents a

diferents funcions.

Per aixo utilitzem el coeficient de correlaci6, definit per:

N

E f j_, g, - f g N
j=1

r, =

on

(F-f- 2N) 14 (G-9 2N) Ilk

- 1 N - 1 N
f = - E fj g = - E g,

N j=1 N j=1

N

F = E f,2

j=1

N

G = E g,2

j=1

(4.2)
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i aixi r, varia entre +1 i -1 , i d6s +1 quan les funcions f(x) i

g(x) son identiques.

Es fAci1 de demostrar que amb aquesta definici6 r, es inva-

riant sota transformacions lineals. En efecte, sigui f', = af,+b:

N

E (a f,_, + b) g, - (a f + b) gN

j-1

r', =
N _ '4 N

E (a f, + b)2 - (a f + b)2N) ( E g,2 - g'N)

j=l j=l

N
a( E f,_, g, - f g N

j=1

r', _

N
-

N
14

a ( E f,2 - f'N) ( E g,2 - g2N)

j=l j=l

= r,

La invariAncia respecte a transformations lineals implica

que el valor de r, no serA afectat per canvis d'escala.

Per a la programaci6 de 1'algorisme, es calcula la correla-

ci6 amb la IF. La forma m6s senzilla per a calcular (4.2) consis-

teix a treballar amb funcions de mitjana nul.la. En aquestes

condicions, F i G representen 1'energia dels senyals i es poden

calcular a 1'espai de Fourier d'acord amb el teorema de Parseval

(Goodman, 1972).

CD

co

ff2(x) dx = fF2(u) du
m m
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4.2.3. Relaci6 amb el cas bidimensional.

Abans de veure 1'aplicacio del m@ tode , vegem la relacio que

existeix entre el cas bidimensional i els dos unidimensionals als

quals hem traslladat el problems de 1'alineacio.

No As dificil de demostrar que la TF de la projeccio d'una

imatge bidimensional sobre un eix As una seccio central de la TF

bidimensional.

En efecte, si f(x,y) represents la imatge bidimensional i

F(u,v) la seva transformada de Fourier:

m m
F(u,v) =

J J f(x,y) exp (-i2n(x u + y v)) dx dy
_m _m

Una seccio central serA , per exemple , fer v=0

F(u,0) _ Jm f^f(x,y) exp (-i2nx u> dx dy
_m _m

F(u,0> =
J^ J0^ f(x,y) dy ^ exp (-i2nx u) dx
_m _m

posant f, (x>

F(u,0)

m

J
f (x,y> dy

_m

m

J
f,(x) exp(-i2nx u) dx

_m

Aixi, la seccio central F(u,0) ^s la transformada de Fou-

rier de la funcio unidimensional f,(x) que correspon a la projec-

cio de la funcio f(x,y> sobre 1'eix x.

Results, doncs , que aconseguim 1'alineacio a partir de la

informacio corresponent a les dues sections centrals que coinci-
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deixen amb el eixos cartesians centrats a l'origen de la trans-

formada.

4.3. PROVA DEL METODE AMB UN SOROLL D'AMPLITUD 3

Per tal de provar la utilitat del metode en la determinacio

de l'alineaci6 , s'han utilitzat 16 imatges sintetiques de 64x64

elements corresponents a una lletra G en diferents posicions, a

les quals hom ha afegit un soroll uniforme d'amplitud 3.

El proces que hem seguit consisteix a determinar el despla-

gament entre una imatge escollida a 1'atzar que s'agafa com a

referencia i una segona imatge ; coneguts els desplagaments a i b

es realitza la superposicio de les dues imatges i s'efectua la

mitjana . Agafant la imatge mitjana com a nova referencia es repe-

teix el procAs amb una tercera imatge.

A la figura 9 hom presenta la correlacio entre dues imatges,

ambdues sense soroll.

1. ,

0. 5-

0.

-0. 5J

p(x)

x

-0.5 J

Fig.9a. Funci6 de correlaci6 Fig. 9b. Funcio de correlacio

horitzontal. vertical.
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A la figura 10 veiem la correlacio entre les dues mateixes

imatges amb un soroll d'amplitud 3.

1.

0(x)

t.

0(x)

-0.5J -0.5J

Fig. 1Oa . Funci6 de correlacio Fig. 10b. Funci6 de correlacio

horitzontal. vertical

La relaci6 senyal / soroll per a 1'amplitud de soroll 3 co-

rrespon a 0.34, trobada fent la mitjana de totes les realitza-

cions. A la figura 11 hom representa la imatge de referencia

original i les corresponents a 4, B i 16 mitjanes . Els resultats

de 1'alineaci6 han estat completament satisfactoris i ha quedat

determinat el desplagament exacte en tots els casos .

La relaci6 senyal / soroll va millorant progressivament . A

la taula 1 hom presenta el valor mitjA del soroll , la variAncia

i la relaci6 senyal / soroll estimada , segons la definicio ja

comentada , com 1 ' arrel quadrada del quocient de 1'energia mitjana

del senyal i la variAncia del soroll. Les caracteristiques del

senyal que correspon a la imatge sense soroll son valor

mitjA de 9 .77x10- 2 i variAncia de B.812x10-2.
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. -^^
::l ti_ le^*^^^

Fig.ll Imatges obtingudes despres de fer la mitjana de di-

ferents realitzacions a) Original b) Mitjana de

4 imatges c) Mitjana de 8 imatges d> Mitjana de 16

imatges

TAULA 1

V.MitjA soroll

Refer^ncia -2.51x10-z

Mit}. 4 -2.32x10-Z

Mitj. 8 8.32x10-Z

Mitj.lb - 1.91x10-'

VariAncia soroll Relacio s/n

0.7476 0.3434

0.1852 0.6899

0.0958 0.9592

0.0462 1.3805
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Hom pot apreciar que la relacio senyal/soroll millora apro-

ximadament segons 3N, essent N el nombre d'imatges emprades, cosa

que estA d'acord amb 1 ' estadistica esperada.

4.4 LIMITS DEL NIVELL DE SOROLL

El problema que cal resoldre As fins a quins nivells de

soroll As fiable 1'alineaci6 per correlacio . Per aixo haurem

d'imposar que el valor esperat on el mAxim sigui sensiblement

superior a la desviacio estAndard del soroll en aquell punt, i

aixi obtindrem les condicions que s ' han de complir per a la de-

tectabilitat del mAxim de correlacio.

Siguin f(x) i g( x) els senyals originals als quals se sumen

les realitzacions de soroll m(x) i n ( x), de manera que

f'(x) = f(x) + m(x)

g'(x) - g(x) + n(x)

Considerem que f'(x) i g'(x) son de mitjana nul.la, aixi com

el soroll. La suma de correlacio en el mAxim es pot escriure:

r, E (f i-, + m,_,) (g, + n, )

j

El valor esperat de r, serA:

(4.3)

E(r,) m E E (( f,-r g1 ) + ( f,-, n,) + (mi -p g1) + (m,_, nj )) (4.4)

j

on s'ha tingut en compte que l 'operador valor esperat commuta amb

la suma . En la hipotesi de soroll no correlacionat amb el senyal

els tree ultims termes tenen un valor esperat nul , de manera que:
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E(r,) = E E(f,_, g,)

j

i tenint en compte que f i g son iguals per al desplagament p,

es pot escriure:

E(r,) = Ns2 (4.5)

on s, - f,_, = g, i s2 = < fg >

Com que els diferents termes de ( 4.3) son independents,

l'operador variAncia commuta amb la suma, i la variAncia de r, es

pot escriures

var(r,) = E (f2,_, v2 + g2, a2 + Qi)

j

on ?2 is la variAncia del soroll , considerant que tots dos

senyals tenen la mateixa estadistica de soroll.

var (r ,) = Ns2o2 + Ns2o2 + N a•

Si indiquem per a = S/a la relacio senyal / soroll

var (r,) = Nv4 (2a2 + 1) (4.6)

Per a assegurar una bona deteccio del mAxim de correlacio

imposem que el quadrat del valor esperat sigui 16 vegades mots

gran que la variAncia ( Saxton, 1978 ), que equival a for que el

valor esperat sigui quatre vegades mes gran que la desviacio

estAndard del soroll. Aixis

E2(r,) >_ 16 var (r,)

N2s• 16 N a, ( 1+2a2 )

N a• - 32 a2 - 16 ? 0

(4.7)

Resolent 1 ' equaci6 per a les projeccions (N=64), hom troba
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que la relacio senyal / soroll ha d'Asser mes gran que 0.9, mentre

que si 1 ' alineaci6 es fa per correlacio bidimensional (N=64 x

64), la relacio senyal / soroll seria mAs gran que 0.25.

A la taula 2 hom presenta la relacio senyal / soroll per a

1'exemple tractat. Els valors han estat trobats calculant el

valor mitjA de les corresponents relacions senyal / soroll a les

16 imatges.

Energia senyal Var.soroll s/n (a)

Imatge bidimens . 8.812x10-2 0 .7476 0.3434

Projecci6 eix x 1.945x10 - 2 1.197x10 - 2 1.2924

Projeccio eix y 1.982x10 - 2 1.113x10 -2 1.3478

TAULA 2

Hom pot observar que tant en el cas bidimensional com en els

dos unidimensionals , els valors son superiors als minims exigits.

Aix6 significa que, encara que les hipotesis de no correlacio

senyal / soroll no es compleixin rigorosament , el marge es sufi-

cient per a explicar els bons resultats obtinguts . En aquestes

condicions , el valor esperat es de 1 ' ordre de 7 vegades mes gran

que la desviacio estandard del soroll, com es pot comprovar subs-

tituint els valors dels parAmetres s, u i a a les expressions

( 4.5) i (4.6).

4.5. PROVA DEL CAS LIMIT TEORIC

Hem establert que el limit inferior per a la relaci6 senyal/

/soroll en imatges de 64x64 elements 6s 0.25 si 1 ' alineaci6 es

realitza per correlacio bidimensional i 1 en el cas de projec-

cions unidimensionals. Es tracta de veure el resultat de

1'alineaci6 per correlaci6 de les projeccions en el limit teoric

del soroll.
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Per veure quina era 1'amplitud mAxima de soroll perqu6 les_

condicions de detectabilitat fossin les minimes, generArem imat-

ges amb amplituds de soroll 4 i 5. Els valors dels diferents

parAmetres es presenten a la taula 3.

Amp. Energia VariAncia Relaci6 E(r,)_
1Sorol1 Senyal Soroll s/n 4var(r,)

Im.Bidimensional 4 8.812x10_2 1.3290 0.2575 4
Projecci6 eix x 1.945x10-' 2.1276x10-2 0.9693 4

Projecci6 eix y 1.982x10-2 2.0124x10-2 1.0108 4.5

Im.Bidimensional 5 8.812x10 -2 2.0766 0.2060 2.5
Projeccio eix x 1.945x10-2 3.3243x10-2 0.7755 3
Projeccio eix y 1.982x10-2 3.1448xl0-2 0.8112 3

TAULA 3

De 1'anAlisi dels resultats arribem a la conclusi6 que les

condicions limit te6riques es donen per a una amplitud de 4. Cal

considerar, aixi mateix, que les condicions limit estaven dedui-

des en base a la no correlaci6 senyal / soroll , de manera que el

soroll d'amplitud 4 ja pot portar a resultats no correctes.

En realitat , en aquest cas 1'alineaci6 no fou perfecta. En

dues imatges es produiren errors d'alineacio d'un punt. De tota

manera aquest error 4s petit i la imatge mitiana no diferia de la

ideal. A la figura 12 es presenta la imatge de refer6ncia origi-

nal i la mitjana trobada de les 16 imatges. La relaci6 senyal/so-

roll en aquest cas 6s d' 1.032.

En un refinament posterior del metode, pensArem que una bona

mesura de seguretat seria recalcular els desplagaments utilitzant

com a referencia la imatge mitjana trobada. En fer-ho, tots els

desplagaments excepte un dels anteriorment esmentats foren cor-

rectes. Cal dir que el resultat erroni correspon a un desplaga-
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ment horitzontal, que com es pot veure a la taula to una relaci6

senyal/soroll mAs baixa que la vertical i per sota del limit.

Fig. 12a . Imatge original
(a = 0.2577).

Fig. 12b.Mitjana de 16 imatges
utilitzant els desplagaments
calculats (a = 1.032).

4.6. DETERMINACIO DEL NIVELL DE SOROLL

Per a acabar aquest estudi , queda un aspecte que cal comen-

tar. En el casos en que hom coneix la relacio senyal/soroll,

1'expressi6 (4.7) proporciona un metode senzill per a orientar--

nos quant a la fiabilitat dels desplagaments trobats. De tota

manera, Es frequent que la relacio senyal/soroll sigui dificil o

impossible de coneixer a priori i en aquest cas (4.7) tindrA un

valor teoric pero no prActic.

Seria util disposar d'algun metode que permetes d'estimar a

i aixi tindriem un bon index de fiabilitat.

Frank i Ali (1975) relacionen a amb 1 'algada del coefi-

cient de correlacio r en el mAxim mitjangant 1'expressi6:

r = as / (1 + az) (4.8)
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Aixi, la mateixa correlacio que serveix per a determinar el

desplaGament proporciona un mEtode per a estimar a posteriori la

relaci6 senyal / soroll.

La deduccio de (4.8 ) no Es dificil i suposa , novament, ac-

ceptar que no hi ha correlacio senyal/ soroll. Per simplicitat,

suposem que soroll i senyal son de mitiana nul.la:

f'(x) = f(x)+m(x) g'(x ) = g(x)+n(x)

Si el maxim es produeix per un desplaGament p, el coeficient

de correlacio en aquest punt sera

N N
E (f,-. + m,_.) . E (g,+n, )

j=1 j=1
r, _

N % N 14

E (f, + m,)2) . ( E (g, + n,)2)

j=1 j=1

Si no hi ha correlaci6 senyal/soroll, els termes creuats

s'anul.len i

N

E f,-. • g,
j-1

rp =

N N N N '¢
E f,2 + E m 1 2) . ( E g,2 + E n,2)

j=1 j=l j=1 j=1

N N
en Esser f=g, E f ,2 = E g,2 = N <f2>

j=1 j=1

Si m i n corresponen a dues realitzacions de soroll tindran

la mateixa estadistica:
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N N
E m12 = E n,2 = Nv2

j=1 j=1

Com que p 6s el desplarament per al qual hi ha superposicio

de les dues imatges:

N N
E f,_, g, = E f,2 = N <f2>
j=1 j=1

Aixi.

r =

<f2>

< f2> + Q2

Dividint per <f2> i tenint en compte que

<f2> / a2 = a2

r = 1 / (1 + 1/a2)

tal com voliem demostrar.

D'aqui pot calcular-se a:

a =

a2 / (1 + a2)

( r /(1 - r)) 4 (4.10)

Per a veure si realment les prediccions tedriques es corres-

ponen amb els resultats reals, hem estimat a sobre les 16 imat-

ges. D ' altra banda , a partir de (4.10) tamb6 es pot trobar a.

Confrontant els valors trobats amb els reals estimats sobre les

120 possibles realitzacions en comparar totes les imatges entre

elles , tindrem una prova de la utilitat de la correlacid per a

estimar la relaci6 senyal / soroll . Com es pot veure a la taula 4,
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els resultats son totalment compatibles.

Amplitud Alcada mAx. a estimada a real

3 0.675 1.4 1.32

4 0.56 1.12 1

5 0.46 0.91 0.8

TAULA 4
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